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1ZvOD U PRAVCU. PARCIJALNI IZVODI

Neka je @ # 0 fiksirani vektor iz R™. Znamo da je skup {Z € R" : & = 2y + td,t € R} prava kroz
tacku x¢ u pravcu vektora d. Pri tome je d(zo + ta, o) = |t|||al.

Definicija 1 Neka je funkcija f : E — R definisana na skupu E C R", xq unutrasnja tacka
skupa E, a @ # 0 zadati vektor. Graniénu vrednost

i) = lim f(xo +ta) — f(xo)

t—0 t ’

ukoliko postoji nazivamo izvodom funkcije f u tacki xy u pravcu vektora a.

Neka su zadovoljeni uslovi date definicije. Kako je zy unutrasnja tacka skupa E, postoji 6 > 0
tako da je zg + Ta € E za svako |7| < d. Definisimo funkciju ¢ : (=d,d) — R na sledeéi nacin:

o(1) = flxg+7a) = f(x(l)-l—Tal, +m2+7’an),

gde je zg = (z1, ...,2°) i a = (ay, ..., a,). Tada je
S0/(7_) — lim ()0(7' + t) — (P(T) — lim f(.’ﬂ(] + (T —+ t)a) — f('TO + TCL)
t—0 t t0 P
- gyl et
=

Specijalno, ¢'(0) = fi(xo).

Teorema 1 Neka su funkcije f,g: E — R definisane na skupu E C R", zy unutrasnja tacka
skupa E. Ako postoje izvodi fi(xo) i gu(xo), tada postoje izvodi funkicja A\f (A € R), fxg, f-g
u tacki xo u praveu vektora da, pri cemu vaze jednakosti:

(i) (Af)g(mo) = A~ fi(zo), AER;
(i) (f £ 9)s(x0) = fi(o) £ gz(wo);
(iid) (f - 9)y(x0) = fi(x0) - g(wo) + f (o) - (o).

Ako je g(xo) # 0, tada postoji izvod funkcije ! i vazi:
g

() =

@ g% (o)

(i) <£>/ fa(xo)g(zo) — f(fl?())gé(%)'

Definicija 2 Izvod funkcije f u pravcu vektora e, 1 < k <n, gde su ey elementi standardne baze
prostora R™, nazivamo parcijalnim izvodom funkcije f po promenljivoj x; i oznacavamo
jednom od sledecih oznaka:

of

aﬂfk’

foe Daf.
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Na taj na¢in imamo

0 teg) —
f(l‘) fé (x) — lim f(l’ + ek) f(ZL‘)
oxy, k t—0 t
e T t ceexy) — e T
— lim f(xb y Lk 1axk+ s LTh+1, y ) f(xl € )
t—0 t
Odavde vidimo da se parcijalni izvodi a‘% dobijaju kao izvod funkcije f po promenljivoj zy, pri

¢emu se ostale promenljive smatraju konstantama.
Iz Teoreme [1] i definicije parcijalnih izvoda neposredno proizilaze sledeéa svojstva parcijalnih
izvoda:

(i) c’?(%)::z):xagg), ANeR, k=T1n;
. Of +g)(x)  Of(x)  Jg(z) _—
(11) 8(15k a aZL’k + 8(1% ’ k =5
iy AL O )1y D =T

Ako je g(z) # 0, tada je

(D)@ Uy 2@
) oo k ) ., k=1n.

(iv

Teorema 2 (UOPSTENJE LAGRANZEOVE TEOREME O SREDNJOJ VREDNOSTI FUNKCLJE) Neka
je funkcija [ definisana na otvorenom skupu E C R™ i neka ona u svim tackama tog skupa ima
izvod u praveu vektora a # 0. Tada je

flz +ta) — f(x) = falx + Ota) - t,

za neko 6 € (0,1).

Teorema 3 Ako postoji izvod fL. funkcije f wu tacki x po praveu @, tada za svako X € R\{0}
postoji fz 1 vazi sledeca jednakost

Teorema 4 Neka je funkcija f definisana na skupu E C R"™. Ako postoji izvod funkcije f u
praveu vektora @ # 0 w svakoj tacki z € K(x,0) C E, pri cemu je f. neprekidna funkcija u
tacki x @ ako postoji fbi(;v), tada postoji izvod funkcije f wu tacki x po pravcu vektora d + b i vaZi
jednakost

fap(@) = fal) + fyl).

Ako je fé neprekidna funkcija u tacki x, onda je i funkcija f(/;H; neprekidna funkcija u tacks x.
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Posledica 1 Neka je E otvoren skup v R™ ¢ x € E. Ako funkcija f : E — R ima sve parcijalne
1zvode u nekoj okolini tacke x 1 ako su oni neprekidne funkcije u tacki x, tada postoji izvod funkcije
f u tacki x po ma kom pravcu @ # 0 i vazi jednakost

Definicija 3 Vektor

Of(z)  0f(x)
oxry = Oxy,
nazivamo izvodom funkcije f u tacki z ili gradijentom funkcije f u tacki x i oznacavamo
jednim od simbola

@), gradf(a), Vi)

& [z egzistencije svih parcijalnih izvoda ne sledi neprekidnost funkcije u toj tacki (vidi primer sa
vezbi).




